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relazioni di ricorrenza

molti algoritmi, progettati seconda la regola “divide et impera”, risolvono il
problema decomponendolo in istanze piu piccole dello stesso problema

pit precisamente, la soluzione per un valore N del parametro primario (dimensione
dellinput 0 di una struttura dati fondamentale dellalgoritmo) & espressa in termini
della stessa soluzione per un valore minore di tale parametro

Uanalisi delle prestazioni di tali algoritmi si basa sulla soluzione di relazioni di
ricorrenza, nelle quali il costo computazionale Cy é definito induttivamente, a
partire da un costo di base C1, per il tramite di un'equazione ricorsiva

mostriamo nel segui’ro una semplice tecnica di soluzione di ricorrenze attraverso
sostituzioni successive per alcune classi fondamentali di algori’rmi

N.B. tecniche pit‘x rigorose saranno oggetto di studi pit‘x avanzati

C(N) = C(N-1) + N, per N > 1, C(1)=1

classe deqli algoritmi:  si esamina tutto l'inpu’r e se ne elimina un elemento,
reiterando quindi lalgoritmo sul resto dell'inpu’r

ricorrenza: Cy=Cn-1+ N, perN>1,conCy1=1
soluzione: Cy

=Cy-1+ N
=Cpn-2 + (N-1) +N
= Cpn-3 + (N-2) + (N-1) + N

=

=Cr1+2+..+(N-1) +N
= N(N+1)/2
~N%/2



C(N) = C(N/2) + 1, per N > 1, C(1)=1

classe deqli algoritmi:  si dimezza l'inpu’r ad ogni passo, di costo costante, reiterando
quindi lalgoritmo sullinput dimezzato
ricorrenza: Cy=Cpns2 +1, perN>1,conCqp=1
soluzione: per N =2"siha: Con
=Cyr1+1
=Con2 +2
=Cyr3+%

=

=C1+n
=n
e piu in generale Cy =lg N se si interpreta il dimezzamento come quoziente

intero, N/2Z = |N/2 ], poiché in tal caso il numero di iterazioni & uguale al numero
di bit necessari alla rappresentazione binaria naturale di N, cioé [lg N]

C(N) = C(N/2) + N, per N > 1, C(1)=0

classe deqli algoritmi: ad ogni passo si esamina tutto linput e lo si dimezza,
reiterando quindi lalgoritmo sullinput dimezzato

ricorrenza: Cy=Cpns2 + N, perN>1,conC1=0
soluzione: se si adopera il quoziente intero, N/ 2k = [N/2%], siha: Cy
=Cn/z2 + N
=Cn/4 + N/2 + N
=Cy/g + N/4& + N/2 + N
<NQ1+1/2 +1/4 +...)=-N1/(1-1/2)) = 2N
=~ 2N
dove il fattore 2 & il limite della serie geometrica di ragione 1/2, e lerrore di tale
approssimazione per eccesso tende a O per N = oo



C(N) = 2C(N/2) + N, per N > 1, C(1)=0

classe degli algoritmi: ad ogni passo si esamina tutto l'input e lo si divide in due
meta, reiterando quindi lalgoritmo su entrambe le meta

ricorrenza: Cy=2Cyn/2 + N, perN>1,conC1=0
soluzione: nellipotesi che N = 2", siha: Czn = 2Cpn1 + 2°
quindi, dividendo entrambi i membri per 2™  Can/2"
=Com1/2" 1 41
=Cpm2/2" %+ 2

=C1+n
=N

dunque Cy = N lg N nell'ipotesi posta, e pit in generale Cy = N lg N

C(N) = 2C(N/2) + 1, per N > 1, C(1)=1

classe deqli algoritmi: ad ogni passo, di costo costante, si divide l'input in due meta,
reiterando quindi lalgoritmo su entrambe le meta

ricorrenza: Cny=2Cns2 +1, perN>1,conCy=1
soluzione: nellipotesi che N = 2", siha: Czn=2Com1 + 1
quindi, dividendo entrambi i membri per 2™  Can/2"
=Cpr1/2" e 2m
- Czn_z/zn-z +2° 00D L gen

=C1+ 27 4 427002
<2

approssimando per eccesso con il limite della serie geometrica di ragione 1/2
e quindi, pii generalmente per qualsiosi N: Cy = ZN



ricerca sequenziale

a titolo di esempio, vediamo l'uso di relazioni di ricorrenza nel confronto delle
prestazioni di algoritmi diversi per uno stesso problema:

la ricerca di un elemento in un insieme
sia N la cardinalita dellinsieme dato, parametro primario dell’analisi
prestazionale
assumiamo, senza perdi’ra di generalits, che linsieme dato sia memorizzato
in un array, owero in una struttura dati ad accesso diretto
le prestazioni dell'algoritmo per questo problema risultano critiche per

l'efficienza di algoritmi che debbano effettuare molte volte la ricerca in
questione, ad esempio per un input costituito da M elementi da cercare, con

M >> N
un semplice algoritmo per il problema in esame effettua la scansione sequenziale
degli elementi nell'array, confrontandoli con l'elemento dato fino a quando

o l'elemento viene trovato: esito posiﬂvo

o si esaurisce lo spazio di ricerca: esito negativo

prestazioni della ricerca sequenziale

ecco una codifica di questo algoritmo come funzione C++, dove i parametri 1, r
sono indici che delimitano lo spazio di ricerca del valore v nellarray a, dunque N =
r-1+1, e si ha il valore di ritorno =1 quando la ricerca ha esito negativo:

int search(int a[], int v, int 1, int r)

for (int i = 1; 1 <= r; i++)
if (v == a[i]) return i;
return -1;

la ricerca sequenziale esamina mediamente

N elementi in caso di esito negativo

all'incirca N/2 elementi in caso di esito positivo
ordinando preventivamente larray (costo @ N g N, irrisorio quando M >> N
perché sostenuto una tantum), si pud dimezzare il costo medio della ricerca
sequenziale ad esito negativo, arrestandola quando il valore dell'elemento
dellarray & maggiore di quello cercato (se larray & ordinato per valori
crescentt)
il costo della ricerca sequenziale & sempre N nel caso peggiore, in qualsiasi
esito



ricerca binaria

l'ordinamento preventivo dellarray, che produce un modesto guadagno prestazionale
nella ricerca sequenziale, & sfruttato molto meglio nell'algoritmo di ricerca binaria,
che ad ogni passo con esito negativo dimezza la dimensione dello spazio di ricerca nel
passo successivo

ecco una codifica dell'algoritmo come funzione C++:

int search(int a[], int v, int 1, int r)

while (r >= 1)
{ int m = (14r)/2;
if (v == a[m]) return m;
if (v < a[m]) r = m-1; else l=m+l;
}

return -1;

dollo studio gia effettuato della ricorrenza Cy = Cny2 + 1 possiamo concludere che
il costo della ricerca binaria & proporzionale a lg N (anche nel caso peggiore)

il quadagno di efficienza rispetto alla ricerca sequenziale & esponenziale!

complessita di algoritmi e di problemi

finora si sono considerate stime e analisi delle prestazioni di algoritmi per un dato
problema, o classe di problemi, e per essi risulta utile distinguere fra

caso peggiore : Lanalisi delle prestazioni in tal caso fornisce garanzie sul
costo compu’razionale dell'algoritmo

cas6 medio : Lanalisi delle prestazioni in tal caso fornisce una stima del
costo compu’razionale mediamente atteso

per complessits computazionale di un problema st intende:

il costo compu’mzionale nel caso peggiore del miglior algori’rmo per quel
problema

il costo compu’razionale nel caso peggiore di un algoritmo per un dato problema
costituisce un limite superiore alla complessita computazionale del problema:
il costo del miglior algoritmo non pud superare quello di qualsiasi algori’rmo

& anche utile determinare limiti inferiori alla complessita computazionale di
problemi, analizzandone caratteristiche inerenti, ma questo compito & di solito piu

difficile



esercizi

mostrare che la soluzione della ricorrenza Cyy = Cy/z + 1 & = lg N anche
con l'approssimazione intera per eccesso del dimezzamento: N/2 =

[N/2]

mostrare che la soluzione della ricorrenza Cy = Cyy2 + N é = 2N anche
con lapprossimazione intera per eccesso del quoziente: N/ 2% = [N/2¥]
risolvere la ricorrenza Cy = kCns2 per N>1, con Cq = 1, per il caso in
cwiN=2"

modificare la codifica C++ della funzione di ricerca sequenziale, assumendo
che larray a sia ordinato per valori crescenti, in modo che la ricerca termini

con esito negativo quando il valore dell'elemento dell'arrag & maggiore di
quello cercato



